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Aufgabe 1. (8 Punkte)

a)

b)

Sei p > 1 und f:R"™ — R eine messbare Funktion, dann definieren wir

11, = (] rf<x>rpdx)’1’

Den Vektorraum aller messbaren Funktionen mit || f||z, < oo bezeichnen wir mit
L,(R™). Zeigen Sie fiir p, ¢ > 1 mit % + % = 1 und zwei Funktionen f € £,(R"),
g € L,(R™) die Héldersche Ungleichung:

gl < 11z, lgllz,

Die Menge N := {f messbar : ||f]|;, = 0} ist ein Untervektorraum von L£,(R")
und wir setzen

L,(R") := L,(R")/N.
(Fiir zwei Funktionen f, g € £,(R™) gilt also f ~ g genau dann, wenn f—g € N.)
Zeigen Sie, dass || - ||z, eine Norm auf L,(R™) definiert.

Aufgabe 2. (8 Punkte)

a)

Sei p > 1 und f, € L,(R") eine Funktionenfolge, die fast {iberall gegen die
Funktion f : R® — R konvergiere. Es gebe eine Funktion F' : R® — R mit
|F|lz, < oo, sodass |f,| < F fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass dann auch f €
L,(R™) gilt und

lim || fo = fllz, = 0.

n—oo
Hinweis: Wenden Sie den Satz iiber majorisierte Konvergenz auf die Funktio-

nenfolge f,xx an. Dabei ist yx die charakteristische Funktion einer kompakten
Menge K.

Sei p > 1 und g, € £,(R") eine Funktionenfolge mit

Z HgnHLp =: M < oo0.

n=1

Zeigen Sie, dass die Reihe >~ 7 g, fast iiberall gegen eine Funktion g € £,(R")
konvergiert und

k
li - = 0.
lim [lg ;gnlhp 0
Hinweis: Wenden Sie Aufgabenteil a) auf die Partialsummen der Reihe an.
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Aufgabe 3. (8 Punkte)

a) Eine Folge f,, € £,(R") heit L,-Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0 ein k& existiert,
sodass
”fn - meLP <e V m,n > ko.

Eine Folge f, € £,(R") konvergiert im Sinne der L,-Norm gegen eine Funktion
f e L,(R"), falls
tim [, — £, = 0.

Zeigen Sie, dass jede L,-Cauchyfolge im Sinne der L,-Norm konvergiert. (D.h.
der Raum L, (R") ist beziiglich der Norm |- ||z, vollstédndig, also ein Banachraum.)

Hinweis: Wenden Sie Aufgabe 2b) auf die Reihe } >, (fn.,, — fn,) mit einer
geeigneten Teilfolge f,,, an.

b) Eine Folge f, € L£,(R™) konvergiere im Sinne der L,-Norm gegen eine Funktion
f € L,(R™). Zeigen Sie, dass dann eine Teilfolge f,,, existiert, die punktweise fast
iiberall gegen f konvergiert.

Aufgabe 4. (8 Punkte)

Mit C?(R") bezeichnen wir den Raum der stetigen Funktion mit kompaktem Triger
supp(f) := {z € R*: f(x) # 0}. Analog bezeichnet C2°(R") den Raum der unendlich
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager.

a) Zeigen Sie: Fiir jedes p > 1 liegt C(R") bzgl. der L,-Norm dicht in £,(R"), d.h.
zu jedem f € L,(R") und jedem € > 0 existiert ein ¢ € CO(R") mit

If =ll, <e

Hinweis: Hier darf verwendet werden, dass C?(R™) bzgl. der L;-Norm dicht in
der Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen, also in £;(R™) liegt.

b) Zeigen Sie: Fiir jedes p > 1 liegt C>°(R™) bzgl. der L,-Norm dicht in C?(R").

Hinweis: Hier darf verwendet werden, dass zu jedem f € C(R") ein R > 0
existiert, sodass zu jedem € > 0 ein ¢ € CX(R") existiert mit supp(¢) C Bg(0)
und

sup |f(@) = (o) < e
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