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1) Additivitéat des Integrals.

Sei (X, A, p) ein MaBraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

i) Seien s,t: X — [0, 00] einfache Funktionen. Dann gilt

/(s—i—t)d,u=/sd,u~l—/tdu.
X X X

ii) Sei f : X — [0,00] eine messbare Funktion. Dann existiert eine Folge s,
einfacher Funtionen mit 0 < s;(z) < so(x) < ... und f(2z) = limy, 00 Sn(2)
fir alle z € X. Betrachten Sie hierfiir ®,, : [0,00] — R mit

k2 k2 <t< (k+1)27 k=0,1,..,n2" — 1
%(t);:{ << (k+127 k= 01n2" 1,
n t>n.

Machen Sie sich klar, dass s,, := ®,, o f die geforderten Eigenschaften hat.

iii) Seien f,g: X — [0, 00| messbare Funktionen. Dann gilt

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

2) Gleichheit fast iiberall.

Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Seien weiterhin f, g : X — [0, 0o] messbare Funktionen
mit f(z) = g(x) fir p-fast alle x € X. Zeigen Sie, dass dann

/Afduz/Agdu

fiir alle A € A gilt.



3) Absolut stetig, singulér.

Beweisen Sie, dass fiir ein positives Mafl ;1 und signierte Mafle A, A; o die folgenden
Aussagen gelten.

1. A ist auf A konzentriert = || ist auf A konzentriert
2. M L A= M| LA
oML, o Llpu=X A+ Llpu

4 M < Lpup=>M+ <<y

S.AL =A< p

6. M <y, Ao L u= X1 L Ao

T AL, AL up=A=0

Hinweis zu 7: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir das Variationsmaf || = 0 gilt.

4) Variationsmaf} mit Dichte.

Seien (X, A, u) ein Mafiraum und f € L'(X,u). Dann ist uy : A — (—00,00)
gegeben durch

pr(A) ::/fdu fir Ae A
A

ein signiertes Maf. Zeigen Sie, dass das Variationsmaf |ps| durch

i) = [ Ifldu fir Ae A

gegeben ist.

Hinweis: Betrachten Sie die (messbaren) Mengen A := {x € X | f(z) > 0} und
B :={z e X| f(x) <0}.




