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1) σ-Additivität und Limeseigenschaft.

Seien X eine Menge und A eine σ-Algebra über X. Weiterhin sei µ : A → [0,∞]
eine Abbildung derart, dass µ(∅) = 0 und µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) für disjunkte
Mengen A,B ∈ A. Außerdem gelte für jede Folge messbarer Mengen An ∈ A mit
An ⊂ An+1 für alle n ∈ N die Limeseigenschaft limn→∞ µ(An) = µ

(⋃
n∈NAn

)
.

Zeigen Sie, dass µ ein Maß ist.

2) Maße mit Dichten.

Seien (X,A, µ) ein Maßraum und f : X → [0,∞] eine messbare Funktion. Wir
definieren für A ∈ A

ν(A) :=

∫
X

1A f dµ.

i) Zeigen Sie, dass durch

ν(A) :=

∫
X

1A f dµ

ein Maß auf A definiert wird.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von der monotonen Konvergenz.

ii) Sei X ein topologischer Raum mit B(X) ⊂ A und µ ein Radon-Maß. Ist
zusätzlich die Funktion f beschränkt, dann ist das Maß ν ein Radon-Maß.



3) Integral bezüglich des Zählmaßes.

Es sei µ : P(N) → [0,∞] das Zählmaß auf P(N), also µ(A) = |A|, wobei |A| die
Anzahl der Elemente von A bezeichne. Zeigen Sie, dass für f : N→ [0,∞] gilt:∫

N
f dµ =

∞∑
k=1

f(k).

Hinweis: Approximieren Sie f durch einfache Funktionen und verwenden Sie den
Satz von der monotonen Konvergenz.


