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1) Dualräume I.

Die Menge X bestehe aus zwei Elementen, X = {a, b}. Wir definieren ein Maß
µ : P(X) → [0,∞] durch µ({a}) = 1, µ({b}) = µ(X) = ∞ und µ(∅) = 0. Gilt
mit diesem Maß, dass L∞(X,µ) der Dualraum zu L1(X,µ) ist, d.h. gibt es eine
Bijektion zwischen (L1(X,µ))′ und L∞(X,µ)?

2) Dualräume II.

Sei X eine überabzählbare Menge und A := {A ⊂ X |A oder Ac abzählbar}.
Weiterhin sei µ das Zählmaß auf A.
Finden Sie ein stetiges lineares Funktional Φ : L1(X,µ)→ R, welches nicht durch
eine L∞(X,µ)-Funktion dargestellt werden kann.

Hinweis: Es gilt

L1(X,µ) = {f : X → R | f(x) = 0∀x /∈M für ein M ⊂ X abzählbar,
∑
x∈M

|f(x)| <∞}

3) Konvergenz dem Maße nach.

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und sei fn : X → R eine Folge messbarer Funktionen.
Wir sagen , dass die Folge fn dem Maße nach gegen eine messbare Funktion f :
X → R konvergiert, falls für jedes ε > 0

lim
n→∞

µ ({x ∈ X | |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0.

Es gelte µ(X) <∞. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

i) Wenn fn(x) → f(x) für µ-fast alle x ∈ X gilt, dann konvergiert fn dem
Maße nach gegen f .

ii) Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Falls fn, f ∈ Lp(X,µ) mit ‖fn − f‖Lp(X,µ) → 0, dann
konvergiert fn dem Maße nach gegen f .

iii) Wenn fn dem Maße nach gegen f konvergiert, dann besitzt fn eine Teilfolge,
die µ-fast überall gegen f konvergiert.



4) Maße und Funktionale.

Sei X := (−1, 1) und sei B(X) die Borel-σ-Algebra. Wir betrachten die folgenden
Maße auf B(X):

λk := δxk und λ := δ0, wobei xk → 0, xk 6= 0∀k ∈ N,

νk :=
k−1∑
j=0

1

k
δ j

k
und ν := L1 |(0,1) (Lebesgue-Maß auf (0, 1))

µk :=
1

εk
ϕ

(
x

εk

)
dL1 und µ := δ0,

wobei εk → 0 für k →∞ und ϕ ∈ C∞c (X) mit ϕ ≥ 0 und
∫
X
ϕdL1 = 1.

i) Wie sehen die Funktionale f 7→
∫
X
f dλk, f 7→

∫
X
f dνk und f 7→

∫
X
f dµk,

für f ∈ C0(X) konkret aus?

ii) Untersuchen Sie, ob λk → λ, µk → µ, νk → ν in der Norm ‖ · ‖M = | · |(X)
(Totalvariation) gilt.

iii) Gilt∫
X

f dλk →
∫
X

f dλ,

∫
X

f dνk →
∫
X

f dν,

∫
X

f dµk →
∫
X

f dµ

für alle f ∈ C0(X)?


