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1) Dualrdume I.

Die Menge X bestehe aus zwei Elementen, X = {a,b}. Wir definieren ein Maf§
p: P(X) — [0,00] durch p({a}) = 1, u({b}) = u(X) = oo und u(@) = 0. Gilt
mit diesem Maf}, dass L>(X, u) der Dualraum zu L*(X, u) ist, d.h. gibt es eine
Bijektion zwischen (L'(X, u)) und L (X, u)?

2) Dualrdume II.

Sei X eine iiberabziahlbare Menge und A := {A C X |A oder A® abzéhlbar}.
Weiterhin sei p das Zahlmafl auf A.

Finden Sie ein stetiges lineares Funktional ® : L'(X, u) — R, welches nicht durch
eine L*>°(X, p)-Funktion dargestellt werden kann.

Hinweis: Es gilt
LMX,p) ={f: X > R| f(z) =0V ¢ M fiir ein M C X abzihlbar, » |f(z)| < oo}

zeM

3) Konvergenz dem Mafle nach.

Sei (X, A, p) ein Mafiraum und sei f,, : X — R eine Folge messbarer Funktionen.
Wir sagen , dass die Folge f,, dem Mafie nach gegen eine messbare Funktion f :
X — R konvergiert, falls fiir jedes € > 0

lim ju({x € X [|ful@) = £(2)] > £}) = 0.
Es gelte u(X) < oco. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

i) Wenn f,(x) — f(x) fir pu-fast alle z € X gilt, dann konvergiert f,, dem
Mafle nach gegen f.

ii) Sei 1 < p < oo. Falls f,, f € LP(X,pu) mit ||f, — fller(x,y — 0, dann
konvergiert f,, dem Mafle nach gegen f.

iii) Wenn f,, dem Mafle nach gegen f konvergiert, dann besitzt f,, eine Teilfolge,
die p-fast iiberall gegen f konvergiert.



4) Mafie und Funktionale.

Sei X := (—1,1) und sei B(X) die Borel-o-Algebra. Wir betrachten die folgenden
MafBe auf B(X):

Ak =0y, und A :=dy, wobeixp — 0, 2 #0VEk € N,
-1y

U 1= E(S% und v := L' |01y (Lebesgue-Ma$ auf (0,1))
=0
1 x 1

= —p | — | dC° und p =y,
Ek Ek

wobei g, — 0 fiir K — oo und ¢ € C°(X) mit ¢ > 0 und [, dl' = 1.

i) Wie sehen die Funktionale f — [ fd\i, f+— [ fdve und f— [ fdu,
fir f € Cy(X) konkret aus?

ii) Untersuchen Sie, ob \y — A, ux — p, v — v in der Norm || - ||pm = |- [(X)
(Totalvariation) gilt.

iii) Gilt

/de)\k—>/xfd)\, /deyk—>/deu, /de,uk—>/de/L

fir alle f € Cp(X)?




