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1) Schwache Konvergenz in C0.

Seien fj, f ∈ C0(Rn). Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen.

1) fj ⇀ f für j →∞ schwach in C0(Rn) (mit Dualraum M(Rn)).

2) supj∈N supx∈Rn |fj(x)| <∞ und fj(x)→ f(x) für alle x ∈ Rn.

2) Schwache L1-Konvergenz von Produkten.

Sei Ω ⊂ Rn beschränkt und 1 < p <∞. Es konvergiere fj → f stark in Lp(Ω,Ln).
Weiter sei die Folge (gj)j∈N in Lq(Ω,Ln) beschränkt, also ‖gj‖Lq(Ω,Ln) ≤ C mit
1
p

+ 1
q

= 1, und konvergiere punktweise fast überall gegen g.

Zeigen Sie: fj gj konvergiert schwach in L1(Ω,Ln) gegen fg für j →∞.

3) Konvergenzsatz von Vitali.

Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Eine Teilmenge F ⊂ L1(X,µ) heißt gleichgradig inte-
grierbar, falls

∀ε > 0∃ δ > 0 so dass ∀E ∈ A, ∀f ∈ F :

µ(E) < δ ⇒
∣∣∣∣∫

E

f dµ

∣∣∣∣ < ε.

i) Zeigen Sie, dass einelementige Mengen F = {f} gleichgradig integrierbar
sind und folgern Sie, dass dies auch für jede endliche Teilmenge von L1(X,µ)
gilt.

Hinweis: Betrachten Sie die Mengen An := {x ∈ X | |f(x)| > n} und setzen
Sie δ := µ(An) mit n ∈ N so, dass

∫
An
|f | dµ < ε.

ii) Sei µ(X) <∞. Zeigen Sie den Konvergenzsatz von Vitali:



Sei f : X → R messbar und (fn)n∈N ⊂ L1(X,µ) eine gleichgradig inte-
grierbare Funktionenfolge, welche µ-fast überall gegen f konvergiert. Dann
ist f ∈ L1(X,µ) und es gilt die starke Konvergenz

lim
n→∞

∫
X

|f − fn| dµ = 0.

Hinweis: Egoroff

iii) Überlegen Sie sich, dass die Voraussetzung µ(X) < ∞ im Konvergenzsatz
von Vitali nicht weggelasssen werden kann.

Hinweis: Betrachten Sie das Lebesgue-Maß auf R und finden Sie eine gleich-
gradig inegrierbare Folge, welche punktweise gegen f ≡ 1 konvergiert.

4) Eine singuläre DGL.

Seien Ω := (0, 1) und uε eine Lösung des folgenden Randwertproblems.

−ε · ∂2
xu

ε(x) + uε(x) = 1 in Ω

uε(0) = 0

∂xu
ε(1) = 0

Geben Sie die Lösung uε explizit an. Zeigen Sie, dass ∂xu
ε ∗⇀ δ0 in M([0, 1]) gilt.


