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1) Schwache Konvergenz in Cj.

Seien f;, f € Co(R™). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
1) f; — f fiir j — oo schwach in Cp(R™) (mit Dualraum M (R™)).

2) Sup;ey SUP,ern |fj(2)| < 0o und fj(z) — f(z) fiir alle z € R™.

2) Schwache L'-Konvergenz von Produkten.

Sei 2 C R™ beschrankt und 1 < p < oco. Es konvergiere f; — f stark in LP(§2, L").
Weiter sei die Folge (g;)jen in L9(2, L") beschrénkt, also ||g;||Lea,cry < C mit
% + % = 1, und konvergiere punktweise fast iiberall gegen g.

Zeigen Sie: f; g; konvergiert schwach in L'(§2, L") gegen fg fiir j — oo.

3) Konvergenzsatz von Vitali.

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Eine Teilmenge F C L'(X, u) heifit gleichgradig inte-
grierbar, falls

Ve >030 >0 sodassVE € A, Vf e F:

/Efd,ul < e.

i) Zeigen Sie, dass einelementige Mengen F = {f} gleichgradig integrierbar
sind und folgern Sie, dass dies auch fiir jede endliche Teilmenge von L(X, i)
gilt.

Hinweis: Betrachten Sie die Mengen A, := {z € X ||f(x)| > n} und setzen
Sie 0 := p(A,) mit n € N so, dass [, [f|du <e.

u(E) < =

i) Sei pu(X) < oo. Zeigen Sie den Konvergenzsatz von Vitali:



Sei f: X — R messbar und (fy)nen C LY (X, ) eine gleichgradig inte-
grierbare Funktionenfolge, welche u-fast tiberall gegen f konvergiert. Dann
ist f € LY X, u) und es gilt die starke Konvergenz

n—oo

X

Hinweis: Egoroff

iii) Uberlegen Sie sich, dass die Voraussetzung p(X) < co im Konvergenzsatz
von Vitali nicht weggelasssen werden kann.

Hinweis: Betrachten Sie das Lebesgue-Mafl auf R und finden Sie eine gleich-
gradig inegrierbare Folge, welche punktweise gegen f = 1 konvergiert.

4) Eine singuldre DGL.

Seien €) := (0,1) und u® eine Losung des folgenden Randwertproblems.

—e- 0% () +uf(r) =1 inQ
u®(0) =0
d,u (1) =0

Geben Sie die Losung uf explizit an. Zeigen Sie, dass 9,u® — & in M([0,1]) gilt.




