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1) Unterhalbstetigkeit

Sei f : Rn → R eine Funktion. Zeigen Sie, dass die folgenden Eigenschaften äqui-
valent sind

1) Für alle x ∈ Rn gilt lim infy→x f(y) ≥ f(x).

2) Für alle x ∈ Rn und alle ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass

f(y) ≥ f(x)− ε für alle y ∈ Bδ(x).

3) Für alle λ ∈ R ist die Menge {x ∈ Rn : f(x) > λ} offen.

2) Ableitung von Maßen

Sei µ ein endliches Borel-Maß auf R und f(x) := µ((−∞, x)) für x ∈ R.

Zeigen Sie: Für x0 ∈ R und eine Zahl c ∈ R sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1) Die Funktion f ist in x0 differenzierbar und es gilt f ′(x0) = c.

2) Zu jedem ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass∣∣∣∣ µ(I)

m(I)
− c
∣∣∣∣ ≤ ε

für jedes Intervall I = [a, b) mit (b− a) ≤ δ und x0 ∈ I.

3) Eine Anwendung von Satz 7.9

Sei 0 < ε < 1
2

beliebig. Zeigen Sie, dass keine Borelmenge E ⊂ R existiert, so dass

ε <
m(E ∩ I)

m(I)
< 1− ε für jedes Intervall I ⊂ R.



Hinweis: Zeigen Sie die Aussage mit einem Widerspruchsbeweis. Nehmen Sie also
an, dass eine solche Menge existiert. Betrachten Sie dann die Funktion

f(y) := χE∩(x−r,x+r)(y) für r > 0 und x ∈ R.

Überlegen Sie sich, welches die Lebesguepunkte von f sind und leiten Sie daraus
den Widerspruch her.

4) Distributionsableitungen

Bestimmen Sie die Distributionsableitungen der folgenden Funktionen u : D → R.

a) D = (−1, 1) ⊂ R, u(x) =

{
0, falls x < 0,

x, falls x ≥ 0.

b) D = B1(0) ⊂ Rn, u(x) = |x|.

Hinweis zu b) Betrachten Sie die Integrale über B1(0)\Bε(0) und Bε(0) und bilden
Sie den Grenzwert ε→ 0.


