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Der Beweis der Serre-Vermutung, die einen Zusammenhang zwischen

Zablentheorie und Geometrie herstellt, ist erst vor kurzem gelungen. Gabor
Wiese gibt einen Uberblick iiber diese Vermutung, die fiir die Forschung am
Institut fiir Experimentelle Mathematik eine nicht unerbebliche Bedeutung hat.

Der Zusammenhang von
Modulformen und Zahlkérpern

Zahlentheorie und Geometrie

vereint in der Serre-Vermutung

In den Jahren 2004 bis 2007 wurde
zur grofien Uberraschung der
mathematischen Gemeinde (der
Autor eingeschlossen) eines der
groflen Probleme der reinen Mathe-
matik der Gegenwart gelost: die
’Serre-Vermutung’. Sie stellt einen
Zusammenhang zwischen scheinbar
grundverschiedenen Objekten her,
die unterschiedlichen Gebieten der
Mathematik entstammen: der Zah-
lentheorie und der Geometrie.

Diese Vermutung geht auf den
franzosischen Mathematiker Jean-
Pierre Serre (geboren 1926, eme-
ritierter Professor am College de
France) zurlick, der einer der besten
und einflussreichsten Mathematiker
seit der zweiten Hilfte des 20. Jahr-
hunderts ist und zum Beispiel als
erster mit dem hochst renommierten
Abel-Preis ausgezeichnet wurde.
Eine erste Version seiner Vermutung
formulierte er zu Beginn der siebzi-
ger Jahre: Sie postuliert einen qua-

Von Gabor Wiese

litativen Zusammenhang zwischen
Modulformen (Geometrie) und
bestimmten Klassen von Zahlkor-
pern (Zahlentheorie). Beide Begriffe
zu erkldren, ist ein Hauptanliegen
dieses Artikels. Eine quantitative
Prazisierung der Vermutung folgte in
einem Artikel im Jahre 1987.! Diese
neue Formulierung stiitzte sich iibri-
gens bereits zum Teil auf Computer-
berechnungen. Sie war unter ande-
rem motiviert durch die so genannte
Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung
und liefert sogar eine weit reichende
Verallgemeinerung dieser. Es war
namlich vom Mathematiker Gerhard
Frey, der damals Professor in Saar-
briicken war, aber seit der Griindung
am Essener Institut fiir Experimen-
telle Mathematik tatig ist, suggeriert
worden, dass die Taniyama-Shimura-
Weil-Vermutung den so genannten
letzten Satz von Fermat? (Abb. 2,
nach Pierre de Fermat, etwa 1607 bis
1665) zur Folge hat. Serre beweist in

seiner Prazisierung, dass seine Ver-
mutung den Satz von Fermat direkt
impliziert.

Die Serre-Vermutung hat den
Fortgang der Forschung in Zahlen-
theorie und Geometrie in den letzten
Jahren stark beeinflusst und wird ihn
noch weiter beeinflussen, denn ihr
Bewetis ist nattirlich kein Schlussstein
in diesem Gebiet. Es scheint viel-
mehr so, dass sie nur der erste Fall
viel umfassenderer Zusammenhinge
ist.

Es gab, gibt und wird noch viele
Essener Aktivititen auf dem Gebiet
rund um die Serre-Vermutung geben:
Gerhard Frey hat neben seinem
bereits erwihnten bahnbrechenden
Beitrag viele Studien durchgefiihrt
und initiiert’, Gebhard Bockle hat
einen entscheidenden Beitrag zum
Beweis der Serre-Vermutung geleis-
tet, indem er bestimmte Deforma-
tionsringe beschrieben hat; hierauf
konnen wir leider in diesem Text
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(1) Jean-Pierre Serre im Gesprich mit Jean-Pierre Wintenberger.
Quelle: Xavier Taixés i Ventosa

nicht naher eingehen. Auch der
Autor forscht auf diesem Gebiet,
vor allem im Fall von Gewicht eins,
und konnte einige Beitrage leisten.*
Die Leserin oder der Leser ist nun
eingeladen zu einer Reise durch
einen kleinen Teil der grofien Welt
der Mathematik. Ziel ist es, nicht
nur Begriffe zu verwenden, sondern
diese so gut es geht zu erkliren. Die
Darstellung ist natirlich vereinfacht,
aber dennoch wird versucht, vom
Essentiellen so viel wie moglich bei-
zubehalten. Wer sich fiir das ,Wer,
wann mit wem?‘ interessiert, wird
hier aber nicht fiindig.®

Die Serre-Vermutung —

ein Uberblick

Die mathematischen Gebilde, die
in der Serre-Vermutung Zahlenthe-
orie und Geometrie verbinden, sind
die Modulformen. Diesen widmen
wir einen eigenen Abschnitt, in
dem wir die verwendeten Begriffe
erkliren werden. Grob gesprochen
sind Modulformen Funktionen,

die der Geometrie entstammen und
bestimmte Symmetrien erfiillen, die
Mobius-Symmetrien nach August
Ferdinand Mobius (1790 bis 1868).
In diesem Text betrachten wir nur
Modulformen, die noch eine zweite
Klasse von Symmetrien aufweisen,
die Hecke-Symmetrien, nach Erich
Hecke (1887 bis 1947). Modul-
formen, die beide Symmetrien besit-
zen, nennen wir sehr symmetrische
Modulformen oder Hecke-Eigen-
formen.

Die zahlentheoretischen Objekte
in der Serre-Vermutung sind Zahl-
korper, genauer ungerade GL,-Zahl-
korper, und ithre Arithmetik. Was
wir darunter verstehen, wird im
folgenden Abschnitt geklart. Zahl-
korper sind wichtige Hilfsmittel der
algebraischen Zahlentheorie.

Eine erste allgemeine Verbin-
dung zwischen Modulformen und
Zahlkorpern wurde in einem ersten
Fall von Goro Shimura (Princeton,
geboren 1930) und im Allgemeinen
von Pierre Deligne (Princeton, gebo-
ren 1944) mit Methoden der arith-

metischen algebraischen Geometrie
bewiesen. Eine grobe Formulierung
der Verbindung ist die folgende:
Jede sehr symmetrische Modulform
enthilt arithmetische Informationen
zu bestimmten Zahlkérpern. Um die
Verbindung prizisieren zu konnen,
erinnern wir an den Begriff einer
Primzahl. Das ist eine natiirliche
Zahl grofer als 1, die nur durch 1
und sich selbst teilbar ist, wie zum
Beispiel 2, 3, 5, 7, 11,..., 997,.... Die
Prazisierung lautet wie folgt: Jede
sehr symmetrische Modulform ent-
hélt arithmetische Informationen zu
je einem ungeraden GL,-Zahlkorper
pro Primzahl.

Die Serre-Vermutung in ihrer
ersten Formulierung aus den Sieb-
zigern ist die kithne Aussage, dass
die Umkehrung hiervon auch gilt:
Die arithmetische Information zu
jedem ungeraden GL,-Zahlkorper
steckt in einer sehr symmetrischen
Modulform. Mit anderen Worten:
Die Arithmetik der ungeraden GL -
Zahlkorper wird vollstandig durch
sehr symmetrische Modulformen
bestimmit.

Dies ist eine Strukturaussage von
grofler Bedeutung, denn die Welt
der Zahlkorper ist sehr mysterios
und im Allgemeinen noch unzurei-
chend verstanden. Hier wird also
behauptet, dass einfache Funkti-
onen, die der Geometrie und sogar
dem 19. Jahrhundert entstammen,
einen Teil der Welt der Zahlkorper
beherrschen! Wie schon zu Anfang
erwihnt, wissen wir seit kurzem,
dass diese kithne Behauptung kor-
rekt ist! Der Satz wurde bewiesen

Die Fermatsche Vermutung (Fermats letz-
ter Satz) besagt, dass die Gleichung

ﬁ." + hﬂ. — (:‘N

fiir ganze Exponenten n > 3 keine Lo-
sung in positiven natiirlichen Zahlen a. b, ¢
hat. Sie wurde 1994 von Andrew Wiles
mit Methoden bewiesen, die im Beweis der
Serre-Vermutung weit reichende Verallge-
meinerungen erfahren haben.

(2) Fermats letzter Satz.
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von Chandrashekhar Khare (Los
Angeles) und Jean-Pierre Wintenber-
ger (Straflburg), wobei Mark Kisin
(Chicago) und Richard Taylor (Har-
vard) eine sehr grofie Rolle gespielt
haben. Aber noch viel besser: Nicht
nur wurde die erste Formulierung
der Vermutung bewiesen, sondern
auch die sehr prizise zweite Formu-
lierung aus dem Jahre 1987.

Die Stirke der Serre-Vermutung
zeigt sich darin, dass sie eine ganze
Reihe berithmter Probleme auf einen
Schlag 16st, die wir leider aus Platz-
griinden hier nicht erkliren konnen
und nur schlagwortartig auflisten.

* Artin-Vermutung fiir GL,. In
umfangreichen Arbeiten wurde diese
Vermutung in den neunziger Jahren
am Essener Institut fiir Experimen-
telle Mathematik in vielen, aber nur
endlich vielen, Fillen tiberprift.°
Dass sie fiir unendlich viele Fille
richtig ist, wurde in einer ganzen
Rethe von Arbeiten, initiiert von
Richard Taylor, der auch ganz ent-
scheidenden Anteil am Beweis der
Taniyama-Shimura-Weil-Vermu-
tung hatte, erst vor ein paar Jahren
gezeigt. Dass sie in jedem Fall richtig
ist, war nicht bekannt.

® Modulariat jeder Abelschen Vari-
etit vom GL,-Typ (bisher nicht
bekannt); diese ist eine Verallgemei-
nerung der

® Taniyama-Shimura-Weil-Vermu-
tung; diese wurde 1994 von Andrew
Wiles (Princeton) erstmals geldst in
einer Arbeit, die es auf die erste Seite
der New York Times gebracht hat,
denn sie impliziert

® Fermats letzten Satz, den wir oben
schon behandelt haben.

Der Autor dieses Artikels, der
der Algorithmik sehr zugeneigt ist,
wird nicht miide zu betonen, welche
grofle Bedeutung die Serre-Vermu-
tung fiir explizite Fragestellungen
hat: Modulformen sind einfach bere-
chenbar. Folglich sind mittels der
Serre-Vermutung auch arithmetische
Eigenschaften von ungeraden GL,-
Zahlkorpern einfach berechenbar!

Die Leserin oder der Leser wird
die Begeisterung des Autors tiber
diese grofle Entdeckung gesptirt

haben; sie wird geteilt von alge-
braischen Zahlentheoretikern welt-
weit. Auch wird die Leserin oder
der Leser einen Eindruck von der
strukturellen Bedeutung der Serre-
Vermutung innerhalb der Zahlenthe-
orie und der reinen Mathematik als
solcher erhalten haben.

Nach diesem ersten Uberblick
beginnen wir nun die versprochene
Reise durch die reine Mathematik,
um uns ein genaueres Bild von der
Serre-Vermutung zu verschaffen.
Der erste und grofite Teil ist der
Welt der Zahlen gewidmet. Danach
wenden wir uns der Geometrie,
den verschiedenen Symmetrien und
schliefflich den Modulformen zu,
bevor wir den Zusammenhang zwi-
schen all diesen herstellen.

Zahlen
Algebraische Zahlen und Zahlkorper

Wir wollen und mussen unsere
Geschichte frith beginnen. Weithin
bekannt durfte die Bestiirzung der
Pythagorier sein, als sie feststell-
ten, dass es Zahlen gibt, die keine
Bruchzahlen sind. Genauer haben
die Pythagorier keine Zahlen
sondern Lingen beziehungsweise
Lingenverhaltnisse betrachtet und
herausgefunden, dass die Diagonale
im Quadrat inkommensurabel mit
den Seiten ist: Egal, wie viele Stibe
der Linge der Diagonale man hin-
tereinander legt, nie wird man auf
ein Vielfaches der Linge einer Seite
kommen (vgl. Abb. 3). Ist nimlich
die Seitenlidnge 4, dann ist nach dem
Satz von Pythagoras das Quadrat
der Linge einer Diagonalen gleich
24%. Folglich ist das Verhiltnis von
Diagonale zu Seite gleich V2. Wir,
ein paar Jahrtausende spiter, wissen
natiirlich, dass V2 kein Bruch ist.

Was ist also nun ein Zahlkorper?
Zum einen handelt es sich um einen
Kérper: Das ist eine Menge von
Zahlen, die man addieren, subtrahie-
ren, multiplizieren und dividieren
kann, ohne die Menge zu verlassen,
wobei die iiblichen Klammerregeln
gelten sollen. Zum anderen wollen

V2

1

(3) Quadrat und Diagonale.

wir nur bestimmte Zahlen zulassen,
zum Beispiel V2. Es ist eine ganz
simple Eigenschaft, die man zu
Grunde legt. In unserem Fall ist es
die, dass V2 die Gleichung x>-2=0
erfiillt (denn (V2)*-2=2-2=0).
Diesen Sachverhalt verallge-
meinern wir jetzt wie folgt. Dabei
halten wir uns vor Augen, dass es
in der Zahlentheorie ja gerade um
das Studium von Losungen von
Gleichungen mit ganzen Koeffi-
zienten geht. Algebraische Zahlen
bekommt man nun per Definition
als Losungen von Gleichungen mit
ganzen Koeffizienten in einer Vari-
ablen. Genauer ist eine Zahl x eine
algebraische Zahl, falls sie eine Glei-
chung (ein so genanntes Polynom)

n n-1 n-2
ax +a x +a X +..+tax+a =0
n n-1 n-2 1 0

erfiillt, wobei all die 4, ganze Zahlen
sein sollen und jede natiirliche Zahl
als n erlaubt ist. Ein weiteres Beispiel
ist der goldene Schnitt 12& , der
der Gleichung x? - x - 1 = 0 genligt
(also n=2und a,=1, a,=-1, a=-1), wie
man durch Einsetzen und Ausmulti-
plizieren nachpriift.

Wie passen die rationalen Zahlen
in diesen Zusammenhang? Sie
erfiillen gerade Gleichungen mit
n=1. Zum Beispiel ist ja fiir x =%,
die Gleichung 3x-2=0 wahr. Die
ganzen Zahlen sind hierbei gerade
diejenigen, die eine Gleichung x-a,=0
erfiillen; dann ist natiirlich x=a und
a =1. Es stellt sich heraus, dass dieses
der Schlussel fiir eine Verallgemeine-
rung des Begriffs der ,ganzen Zahl*
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(4) 1 und % sind kommensurabel.

auf Zahlkorper ist. Wir sagen, dass
die Zahl x eine ganze algebraische
Zahl ist, wenn in obiger Gleichung
a =1 gilt. Der goldene Schnitt und

2 sind somit sogar ganze alge-
braische Zahlen. Wir begegnen den
algebraischen Zahlen im weiteren
Verlauf als Koeffizienten von sehr
symmetrischen Modulformen.

Nun kénnen wir beschreiben,

was ein Zahlkorper ist. Nach Defi-
nition ist dies ein Korper, der alle
Potenzen einer algebraischen Zahl
enthilt und zudem auch alle Zahlen,
die sich aus diesen durch beliebige
Multiplikationen und Additionen
mit Bruchzahlen ergeben.

Kummers Idealtheorie

Schon Euklid (365 bis 300 v.
Chr.) war bekannt, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt und dass sich
jede positive natlirliche Zahl auf
eindeutige Weise (bis auf Umord-
nung) als Produkt von Primzahlen
schreiben ldsst. Nun stellt sich
natiirlich die Frage, ob dhnliche
Eigenschaften auch in Zahlkorpern
erfiillt sind, genauer in den ganzen
algebraischen Zahlen eines Zahlkor-
pers. Es stellt sich heraus, dass die
naive Verallgemeinerung falsch ist.
Jedoch hat Ernst Eduard Kummer
(1810 bis 1893), auch motiviert von
der Herausforderung von Fermats
letztem Satz, eine andere Verallge-
meinerung gefunden, die fiir alle
Zahlkorper gilt.

In den ganzen algebraischen
Zahlen eines Zahlkorpers kann man
verschiedene Phinomene beobach-
ten. Zum Beispiel kann es sein, dass
sich eine Primzahl in dem Zahlkor-
per faktorisieren, also in das Produkt
von zwel Zahlen (keine Einheiten)
zerlegen lasst. Des Weiteren kann
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im Allgemeinen nicht jede Zahl auf
eindeutige Weise als Produkt von
Zahlen geschrieben werden, die sich
nicht weiter zerlegen lassen.
Kummers grofle Einsicht war,
von Zahlen zu bestimmten Mengen
von Zahlen tberzugehen, den Idea-
len (Kummer nannte diese ,ideale
Zahlen®). Er hat ein Produkt von
Idealen definiert und es ist ihm
gelungen zu beweisen, dass sich
jedes Ideal als eindeutiges Produkt
von nicht weiter zerlegbaren Idea-
len schreiben lasst. Letztere nennt
man Primideale, in Analogie zu den
Primzahlen. Die in den gewohn-
lichen ganzen Zahlen geltende ein-
deutige Zerlegung in Primzahlen
wird also in Zahlkorpern ersetzt
durch die eindeutige Zerlegung jedes
Ideals in Primideale. Man kann jeder
ganzen Zahl ein Ideal zuordnen,
das dann Hauprideal heiflt. Jedes
Hauptideal lisst sich nach Kummers
Satz in ein eindeutiges Produkt von
Primidealen faktorisieren. Dieses
fihrt uns zu fiir das Folgende wich-
tigen Begriffen: Zerlegung und
Verzweigung. Eine Primzahl heif}t
verzweigt, wenn das Quadrat oder
eine hohere Potenz eines Primideals
in der Faktorisierung des zur Prim-
zahl gehorigen Hauptideals auftrit.
Es ist ein klassischer Satz, dass fiir
jeden Zahlkdrper nur endlich viele
Primzahlen verzweigt sind. Die ver-
zweigten Primzahlen werden uns
im Zusammenhang mit den Modul-
formen noch wieder begegnen. Eine
Primzahl heifdt voll zerlegt, wenn in
der Faktorisierung des Hauptideals
die maximal mogliche Anzahl von
Primidealen auftritt (fiir diejenigen,
die es genau wissen wollen: so viele
wie der Grad des Zahlkorpers).
Nach einem bertihmten Satz von
Nikolai Grigorjewitsch Tschebo-

tarjow (1894 bis 1947) bestimmt die
Menge der voll zerlegten Primzahlen
den Zahlkorper eindeutig. Schlieffen
wir diesen Abschnitt mit der Bemer-
kung, dass man die Eigenschaften
der Primideale, also zum Beispiel
Zerlegung und Verzweigung, haufig
unter dem Begriff Arithmetik
zusammenfasst.

Endliche Korper

Hier mochten wir jetzt auf eine
ganz andere Klasse von Zahlen und
Korpern eingehen, nimlich die end-
lichen. Der Hauptsatz tiber endliche
Korper besagt, dass die Anzahl der
Elemente jedes endlichen Korpers
eine Primzahlpotenz ist, also von der
Form p” mit p einer Primzahl und
r einer positiven natiirlichen Zahl.
Umgekehrt gibt es fiir jede Primzahl-
potenz einen endlichen Korper mit
der gegebenen Anzahl an Elementen.
Er sei mit GF(p’) bezeichnet.

Endliche Korper spielen in
diesem Artikel zwei wichtige Rollen.
Zum einen bendtigen wir sie zur
Definition von GL,-Zahlkérpern.
Zum anderen kann man von Zahl-
korpern zu endlichen Kérpern tiber-
gehen und zwar fir jedes Primideal

des Zahlkorpers.
Reelle Zahlen und unendliche Reihen

Nach der Betrachtung der Zahlen
in endlichen Kérpern wollen wir
uns nun den reellen Zahlen zuwen-
den. Die reellen Zahlen sind die
Zahlen, die wir im Alltag verwen-
den. Diese stellen wir zumeist in
Dezimalschreibweise dar: 23,05 oder
1,979 oder \2 = 1,414213562373....
Was meinen wir mit 1,979? Natlir-
lich: "% * 75 * 70w .
Eine allgemeine reelle Zahl hat
ja eine unendlich lange Dezi-
malschreibweise, wir haben es somit
mit unendlich langen Summen zu
tun, solche nennen wir Reihen. Wir
konnen zum Beispiel jede reelle Zahl
grofler gleich 0 und kleiner als 1
schreiben als

w
R R T =Zi
Z 10

0,212223...:ﬁ TART
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wobei die Ziffern z, ganze Zahlen
zwischen 0 und 9 sind. Der Aus-
druck Z:% bedeutet dann genau
das, was davor steht, nimlich, dass
man all die Briiche % (fir:=1,2,3,..,,
also unendlich viele) aufsummiert.

Betrachten wir als anderes Bei-

spiel die Reihe
&1 1 1 1 1
2y it ite R

Man kann sie als ,Null Komma
Periode 1° im Binirsystem lesen.
Erinnern wir uns, dass ,Null Komma
Periode 9° im Dezimalsystem gleich
1 ist, so konnen wir in Analogie
hoffen, dass obige Reihe den Wert
1 hat. Das ist in der Tat so, und
man kann sich dieses ganz einfach
am Bild des Kuchens klar machen
(Abb. 5). Das erste Stuck gibt einen
halben Kuchen, die ersten beiden
einen drei Viertel Kuchen, die ersten
drei einen sieben Achtel Kuchen,
beziehungsweise allgemeiner die
ersten N einen
21 _tel Kuchen. Man sieht sofort,
dass das fehlende Stiick mit jedem
Schnitt immer kleiner wird: Seine
Grofle kommt der O beliebig nah
(man sagt, sie konvergiert gegen 0)
und somit nimmt die Reihe den Wert
1 an.

Der Leser oder die Leserin sei
gewarnt, dass nicht jede unendliche
Rethe konvergiert, also einen wohl
definierten Wert hat: Das unendlich
oft Aufaddieren der 1 (also ¥ " 1)
ergibt natlirlich keine wohl definierte
Zahl; man sagt, dass die Reihe diver-
giert.

Es gibt, wie wir ja wissen,
unendlich viele natiirliche Zahlen
1,2, 3, ... und auch unendlich viele
reelle Zahlen. Es war eine geniale
Einsicht von Georg Cantor (1845
bis 1918), dass es trotzdem mehr
reelle als natiirliche Zahlen gibt. Die
natiirlichen Zahlen sind ja die ,Zahl-
zahlen‘. Damit, dass es mehr reelle
als natiirliche Zahlen gibt, meinen
wir, dass es unmoglich ist, die reellen
Zahlen zu zahlen. Wir sprechen
davon, dass die Menge der reellen
Zahlen siberabzihlbar ist. Die
Menge der algebraischen Zahlen hin-
gegen kann man abzihlen. Die Kon-

sequenz ist, dass es viel mehr reelle
Zahlen als algebraische gibt. Somit

ist die Eigenschaft, eine algebraische
Zahl zu sein, etwas ganz Besonderes.
Das bertihmteste Beispiel einer reellen
Zahl, die nicht algebraisch ist, ist die
Kreiszahl n. Die nicht-Algebraiziit
wurde erst im Jahre 1882 bewiesen.

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen sind daraus
entstanden, dass man gerne hitte,
dass eine quadratische Gleichung
x?+a - x+b=0 stets zwei Losungen hat,
die man eventuell mit Vielfachheiten
zihlen muss. Erinnern wir uns, dass
zum Beispiel x2-1=0 die Losungen
1 und -1 hat. Die Gleichung
x242x+1=(x+1)?>=0 hat die Losung -1
mit Vielfachheit 2. Die Losungen von
x?-2=0 sind V2 und -V2. Wie sicht es
mit x’+1=0 aus? Da das Quadrat jeder
reellen Zahl nicht negativ ist, kann
diese Gleichung keine Nullstelle in
den reellen Zahlen haben. Da es sich
als sehr praktisch herausstellt, wenn
jede quadratische Gleichung zwei
Losungen (mit Vielfachheiten) hat,
fithrt man nun die Zahl /= V-1 formal
ein; es ist keine reelle Zahl, es ist ledig-

/32 USW.
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lich eine Zahl, deren Quadrat gleich -1
ist. Nun erhalten wir die Information,
dass x*+1=0 die Losungen : und -7 hat.
Eine komplexe Zahl ist dann definiert
als eine Zahl der Form x+: - y mit reellen
Zahlen x und y.

In den komplexen Zahlen hat nun
jede quadratische Gleichung zwei
Losungen (mit Vielfachheiten). Zum
Beispiel sind die Losungen von x?+23=0
gleich V-23=V-1-V23=;-\23 und-i-
23. Der so genannte Hauptsatz der
Algebra besagt nun, dass jede Glei-
chung n-ten Grades genau n» Losungen

(mit Vielfachheiten) in den komplexen
Zahlen hat.

Geometrie
Komplexe Geometrie

Schliefen wir fiir unsere geome-
trischen Betrachtungen direkt an die
komplexen Zahlen an. Alle sind von der
Form x+i -y mit reellen Zahlen x,y. Wir
konnen x und y als kartesische Koor-
dinaten ansehen und die komplexen
Zahlen mit der Ebene identifizieren.
Dieses ist bereits ein komplex geome-
trisches Objekt, in gewissem Sinne das
einfachste.

1/2

. w 1
(5) Kuchen als Illustration von 2 .., 71
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Fir die Theorie der Modul-
formen bendtigen wir nur einen Teil
hiervon, namlich die obere Halb-
ebene. Diese ist genauso definiert,
wie der Name es suggeriert, nimlich
als der Teil der Ebene, der oberhalb
der x-Achse liegt. In der Sprache der
komplexen Zahlen besteht die obere
Halbebene also genau aus den kom-
plexen Zahlen x+: -y mit y>0 (siehe
Abb. 6).

Um eine Idee von allgemeineren
komplex geometrischen Objekten
zu bekommen, betrachtet man am
besten zunichst den Zusammenhang
zwischen Erdkugel und Weltatlas.
Die Erde ist eine Kugel und ihre
Oberflache ,passt” nicht als Ganzes
in ein Buch. Wenn wir uns allerdings
auf kleine Ausschnitte (zum Beispiel
die Stadt Essen) beschrinken, dann
merken wir gar nicht, dass wir auf
einer Kugel stehen und wir konnen
den Stadtplan als etwas ,Plattes’
auffassen, das dann wohl in ein
Buch passt. Wenn wir nun so viele
kleine Pline in unseren Atlas auf-
nehmen, dass jeder Punkt der Erde
in mindestens einem Plan liegt, dann
haben wir die Oberfliche der Erde
vollstandig beschrieben. Genauso
geht man vor bei den Riemannschen
Flichen. Es sind dies geometrische
Objekte (wie zum Beispiel die
Kugeloberfliche), die im Kleinen so
aussehen wie die komplexe Ebene,
die man also mit Hilfe eines Atlas
beschreiben kann. Betrachtet man
nur die so genannten kompakten
Riemannschen Flichen, dann kann
man sie (bis auf glatte Transformati-
onen) durch die Anzahl ihrer Locher
eindeutig charakterisieren: die Kugel
hat kein Loch, der Fahrradreifen
(Torus) aus Abbildung (7) hat ein
Loch etc.

Die Riemannschen Flichen
haben tibrigens ihren Eingang in die
grofle Weltliteratur gefunden: "Near
Shepherd’s Bush two thousand Beta-
Minus mixed doubles were playing
Riemann-surface tennis.” "The
nearest Riemann-surfaces were at
Guildford.®

Modulformen kann man als
bestimmte Funktionen (Differenti-

(6) Obere Halbebene.

alformen) auf bestimmten Riemann-
schen Flichen ansehen. Damit sind
Modulformen in der Geometrie
verwurzelt. Wie viele essentiell
verschiedene Modulformen (eines
bestimmten Typs) es zu einer gege-
benen Riemannschen Fliche gibt,
kann man tibrigens ganz einfach an
der Anzahl der Locher ablesen.

Arithmetische algebraische Geometrie

Der Ansatz der arithmetischen
algebraischen Geometrie, voran-
getrieben vor allem von Alexander
Grothendieck (geboren 1928), ist,
Zahlentheorie und Geometrie zu
verbinden, indem man Geometrie
tiber Zahlkorpern studiert und
insbesondere viele klassische geo-
metrische Sdtze auch iiber Zahlkor-
pern beweist.

Viele geometrische Objekte,
zum Beispiel alle (kompakten) Rie-
mannschen Flichen, die ja zunichst
komplex geometrischer Natur sind,
haben nimlich eine Struktur tber
einem Zahlkorper. Das bedeutet,
dass die Punkte auf dem Objekt
Losungen von einer oder mehre-
rer Gleichungen mit Eintrigen im
Zahlkorper sind (zum Beispiel sind
die reellen Losungen von x?+y?-

1=0 die Punkte auf dem Kreis des
Radius 1 um den Nullpunkt; die

Eintrige der Gleichung sind ganze
Zahlen).

Symmetrien
Geometrische Symmetrien

Eine sehr wichtige Methode zur
Untersuchung von geometrischen
Objekten ist die Betrachtung ihrer
Symmetrien. Fiir Modulformen sind
die Mobius-Symmetrien der oberen
Halbebene von grundlegender
Bedeutung. Sie sind ganz einfach
definiert. Ist (%5) ein Element der
Modulgruppe (Abb. 8), dann ordnet
man ihm die M6bius-Symmetrie zu,
die den Punkt z der oberen Halb-
ebene auf den Punkt Z:s schickt.
Betrachten wir zwei Beispiele. Die
Symmetrie zum Element (g})ergibt
sich als ,z geht auf z+1°, es handelt
sich also um die Verschiebung um 1.
Das Element (1 7) ergibt die Abbil-
dung, die z auf -! schickt.

Alle Symmetrien der Modulgruppe
kann man durch einen Kunstgriff auch
in einem geometrischen Objekt fassen,
dem Quotienten beziehungsweise der
Modulkurve (der Stufe 1). Dieses ist
eine Riemannsche Fliche.
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Symmetrien von Zahlkorpern

Die Betrachtung von Symme-
trien von Korpern geht zurtick auf
Evariste Galois (1811 bis 1832). Eine
Galois-Symmetrie ist eine Abbildung
des Korpers in sich selbst, die die
Addition und die Multiplikation
respektiert (d.h. ist @ die Abbildung
und sind a,b Elemente des Korpers,
dann gelten @(a+b)=d(a)+P(b) und
®(a-b)=D(a) - &(b)). Der Zahlkorper
Q(¥2) hat zum Beispiel neben der
Identitit noch die Galois-Symmetrie,
die dadurch charakterisiert ist, dass
sie V2 auf -2 schickt.

Betrachten wir nun einen Zahl-
korper (technische Voraussetzung:
galoissch). Fiir jede unverzweigte
Primzahl p gibt es eine Galois-Sym-
metrie, die p-Frobenius-Symmetrie,
nach Ferdinand Georg Frobenius
(1849 bis 1917). Nun ist es aber so,

(7) Torus.

dass ein Zahlkorper stets nur endlich
viele verschiedene Galois-Symme-
trien hat. Es ist von groflem Interesse
zu wissen, welche der endlich vielen
verschiedenen Galois-Symmetrien
nun zur p-Frobenius-Symmetrie fir
eine gegebene Primzahl p gehort.
Denn daraus kann man zum Beispiel
ablesen, wie viele Primideale in der
Faktorisierung des zu p gehorigen
Hauptideals liegen. Die Zuordnung
zwischen p-Frobenius-Symmetrien
und Galois-Symmetrien speichert
also die Arithmetik des Zahlkorpers.
Fiir den Fortgang dieses Artikels
spielen Zahlkorper, deren Galois-
Symmetriegruppen in einer gewissen
grofen Familie von Gruppen liegen,
die Hauptrolle. Diese Zahlkorper
bezeichnen wir als GL,-Zahlkorper.

Sie sind dadurch ausgezeichnet,
dass ihre Galois-Symmetriegruppe
aus Elementen der Matrix-Gruppe
GL, iiber einem endlichen Korper
GF(p") besteht. Diese Matrix-
Gruppe ist ganz genauso definiert
wie die Modulgruppe aus Abbil-
dung (8), mit dem einzigen Unter-
schied, dass die Eintrige in den
Matrizen (den Viertupeln) jetzt aus
dem endlichen K6rper GF(p") sind
und die Determinante jetzt auch
jede Zahl ungleich null sein darf.

Es gilt noch viel mehr: Die
Galois-Symmetrien eines Zahlkor-
pers geben auch Symmetrien auf
den Punkten von geometrischen
Objekten mit einer Struktur iiber
diesem Zahlkorper. Diese Symme-
trien sind ganz anderer Natur als
die geometrischen Symmetrien, die
wir eben behandelt haben.

Modulformen

Nun wollen wir genauer auf
Modulformen eingehen. Modul-
formen sind Abbildungen von
der oberen Halbebene in die
komplexen Zahlen, die durch
unendliche Reihen gegeben sind.
Eine Modulform f ordnet jedem
Punkt z aus der oberen Halbebene
aufgrund einer bestimmten Regel
einen Punkt f(z) in den komplexen
Zahlen zu. Die Regel ist stets von

der Art f(z) - i aneZm‘nz

mit komplexen Zahlen 4 . Dabei
ist e die Eulersche Zahl (ungefihr
2,71828). Unendlichen Reihen
sind wir bereits vorne begegnet;
hier sind die 2 so gewihlt, dass
die Reihen konvergieren und eine
komplexe Zahl f(z) definieren.
Dieses alleine macht aber keine
Modulform aus, sondern wir haben
nur eine Fourier-Reihe beschrieben,
nach Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768 bis 1830). Das Besondere
an Modulformen ist, dass sie ein
spezielles Verhalten beztiglich
bestimmter Mobius-Symmetrien
aufweisen. Jede Modulform hat eine
Stufe N und ein Gewicht k; beides
sind positive natiirliche Zahlen.

Die Modulgruppe, bezeichnet mit SLo(Z),
ist die Menge aller 2 x 2-Matrizen (d. h.
Zahlenviertupel) (‘; f}) mit ganzen Zahlen
als Eintriigen (zum Beispiel (} 1)), so dass
die Determinante, das ist die Zahl ad — be,
gleich 1 ist.

Man multipliziert zwei Matrizen wie folgt:

b rsy _ far+bl as4+bu
{‘[r t’i) ! { tou ) - (w'+u‘{ c-.-<+cfu) .
Ferner gelten
b 10y _ by _ b
(‘: (}) : (u[f) = (:11111)‘ (? r;) - (? r;]
und
[ i —by _ (10
(?:;) ' (—{[ uj) - {(] l}'
Diese Eigenschaften, zusammen mit den
tiblichen Klammerregeln (Assoziativitiit),

fasst man unter dem Namen Gruppe zu-
sammern.

(8) Die Modulgruppe.

Beziiglich jeder Mobius-Symmetrie
von so genannter Stufe N verlangt
man von einer Modulform nun, dass
sie eine Symmetrie mit Gewicht &
hat (s. Abb. 9 fiir genauere Aussa-
gen). Es sei noch einmal darauf hin-
gewiesen, dass man Modulformen
auch als Funktionen auf bestimmten
Riemannschen Flichen, nimlich
den Modulkurven (passender Stufe),
betrachten kann. Das ist technisch
schwieriger, aber der grofle Vorteil
ist, dass die Geometrie deutlicher
zum Vorschein kommt.
Modulformen spielen seit ihrer
Einfithrung im 19. Jahrhundert eine
zentrale Rolle in der Zahlentheorie.
Zu Anfang wurden sie mit Hilfe
der Funktionentheorie untersucht.
Es wurde friih festgestellt, dass die
zugehorigen Fourierkoeffizienten,
das sind die 2 , hiufig interessante
zahlentheoretische Bedeutungen
haben. So gibt es beispielsweise eine
Modulform, deren #-ter Fourierko-
effizient angibt, wie oft die natiir-
liche Zahl 7 als Summe von vier
Quadraten dargestellt werden kann.
Fiir unsere Zwecke stellen sich
diejenigen Modulformen als beson-
ders zuginglich heraus, die noch
zusitzliche Symmetrien erfillen.
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Eine Matrix (ﬁ Z) in der Modulgruppe ist
von Stufe N, wenn ¢ durch N teilbar ist.

Eine Funktion f(z) = Yoo, ane®™™"* ist
eine Modulform von Stufe N und Gewicht
k, wenn fiir jede Matrix ( ¢ Z) von Stufe NV

az+b

T = e d) )

I

gilt und die technische Bedingung ’Ho-
lomorphizitit in den Spitzen’ erfiillt ist.
Man bemerke die Mobius-Symmetrie in
der Gleichung!

(9) Modulformen.

Diese zusitzlichen Symmetrien, die
Hecke-Symmetrien, entstammen auch
der Geometrie; sie sind so genannte
Korrespondenzen der Modulkurven.
Wir nennen Modulformen, die auch
den Hecke-Symmetrien geniigen,

sehr symmetrische Modulformen oder
Hecke-Eigenformen. Fir sie gilt das
wichtige Resultat, dass die 2, in der
unendlichen Reihe ganze algebraische
Zahlen sind und nicht ,nur® komplexe.
Noch stirker gilt, dass man, wenn
man alle méglichen Summen und
Produkte aller Bruchzahlen und aller
a, a,, a, etc. bildet, einen Zahlkérper,
den Koeffizientenkorper der Modul-
form, erhilt.

Zusammenhang von
Zahlentheorie und Geometrie

Symmetrien als Schliissel

Kommen wir nun zum eigent-
lichen Gegenstand dieses Artikels,
dem Zusammenhang zwischen Geo-
metrie und Zahlentheorie, der durch
Modulformen beschrieben wird, also
dem Gegenstand der Serre-Vermu-
tung. Dieser Zusammenhang beruht
auf all den Symmetrien, die wir
beschrieben haben.

Die Mobius-Symmetrien bewir-
ken zunichst, wie oben schon heraus-
gestellt, dass man eine gegebene
Modulform als eine Funktion (Dif-
ferentialform) auf einer (kompakten)
Riemannschen Fliche, der Modul-
kurve (passender Stufe), betrachten
kann. Diese kann als Losungsmenge

von Gleichungen beschrieben
werden, deren Eintrige ganze
Zahlen sind. Damit kommt eine
Modulform also von einem geome-
trischen Objekt mit einer Struktur
tiber dem einfachsten Zahlkéorper,
den Bruchzahlen. Somit ergibt
jede Galois-Symmetrie eines Zahl-
korpers auch eine Symmetrie der
Modulkurve, wie vorne erklirt
wurde.

Der Zusammenhang zwischen
Zahlentheorie und Geometrie, der
auf Modulformen beruht, ist aber
qualitativ noch viel weiter gehender
Natur. Er basiert nimlich neben
dem gerade Beschriebenen ganz
entscheidend auf den zusitzlichen
Symmetrien, den Hecke-Symme-
trien, die eine sehr symmetrische
Modulform erfillt.

Eine sehr symmetrische Modul-
form weist also Hecke-Symme-
trien und Galois-Symmetrien auf.
Erstere sind geometrischer, letztere
zahlentheoretischer Natur. Der
Zusammenhang zwischen Geome-
trie und Zahlentheorie ergibt sich
aus diesen, denn sie hingen eng
zusammen: Die Hecke-Symmetrie
T fir eine Primzahl p bestimmt
namlich die Galois-Symmetrie, die
von der p-Frobenius-Symmetrie
kommt!

P a, | Bedeutung

2 —1 [ 124+23=24=2-12

3 —1[12+23=24=3-8

5 0 5 teilt nie n? + 23

7 0 7 teilt nie n® + 23

11 0 | 11 teilt nie n® + 23

13 | =1 |42+23=39=13-3
997 | 2 | 1642 + 23 = 997 - 27
1009 | 0 | 1009 teilt nie n? + 23

Noch genauere Beschreibung (fiir Kenner):
Der Koeffizient a,, ist 2, wenn das Haupt-
ideal (p) in Q@(y/—23) das Produkt zwei-
er Hauptideale ist; es ist a, = —1, wenn
(p) in zwei nicht-Hauptideale faktorisiert;
es ist a, = 0, wenn (p) unzerlegt ist.

(10) Modulform von Stufe 23 und
Gewicht 1 — Diskussion.

Ein kleines Beispiel

Hier sel ein erstes ganz ein-
faches Beispiel des Zusammenhangs
zwischen Zahlentheorie und Geo-
metrie mittels Modulformen ange-
fihrt. Es ist so einfach, dass nicht
alle Phinomene sichtbar werden,
aber es gibt doch eine Idee von
der Art zahlentheoretischer Infor-
mation, die in jeder sehr symme-
trischen Modulform gespeichert ist.
Wie wir unten beschreiben werden,
handelt die zahlentheoretische Aus-
sage in voller Allgemeinheit von
Zahlkorpern, deren Benutzung wir
aber fiir das erste kleine Beispiel
zunichst vermeiden kénnen. Wir
betrachten eine bestimmte sehr
symmetrische Modulform (von
Stufe 23 und Gewicht 1); ihre Fou-
rierkoeffizienten sind stets 0, +1
oder +2 und genauer gilt, dass die
Koeffizienten a_fir jede Primzahl
P (mit der einzigen Ausnahme 23)
stets 0, -1 oder 2 sind.

Eine vereinfachte Form des
Zusammenhangs zwischen Geome-
trie und Zahlentheorie besagt das
Folgende: Ist der Koeffizient a_ fiir
eine Primzahl p # 23 gleich -1 oder
gleich 2, dann gibt es eine natiir-
liche Zahl n, so dass #?+23 durch
p teilbar ist. Ist der Koeffizient
gleich 0, dann gibt es kein solches n
(s. Abb. 10 fiir ein paar Beispiele).
Selbst in diesem kleinen Beispiel
sehen wir, welche tiberhaupt nicht
offensichtliche Information in einer
Modulform kodiert ist.

Die in diesem aller einfachsten
Beispiel behandelten Fragen waren
bereits Carl Friedrich Gauf} (1777
bis 1855) klar, denn fiir sie entwi-
ckelte er sein Reziprozititsgesetz.
Aber die zahlentheoretische In